Kurvendiskussion

Diskutiere die Funktion f(x) - Nullstellen, Extremwerte, Wendepunkte, Graph
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Zuerst berechne ich die Ableitungen. Aulerdem hebe ich so weit wie moglich heraus, da ich ja nachher von
allen Termen die Nullstellen berechnen werde.

f(x) = éx3+%x2—89x+§ f(x) = %-(x3+3x2—9x+5)
_ 323 9 = 3
fo(x)—8x+4x g axf(x)—g(x+2x 3)
2 = ?—, é 2 = %

1.) Nullstellen - Wo der Graph die x-Achse schneidet, ist der Funktionswert Null.
Wir losen also die Gleichung f(x) =0

Da der Grad des Polynoms 3 ist, miissen wir eine Losung erraten, eventuell mit einer Wertetabelle. Hier ist es
leichter, da die Standardform des Polynoms einfach ist: 1 vor der hdchsten Potenz und sonst lauter ganze
Zahlen - wir miissen nur die Teiler der Konstanten testen (1,-1,5,-5). Schon mit x=1 haben wir Gliick.

Also dividieren wir fiir die erste Losung x,=1 das Polynom durch den Linearfaktor (x-1)

(x* + 3x% - 9x + 5):(x-1) = x* + 4x - 5
x3 - x?
4x? - 9x
4x? - 4x
- 5x + 5
- 5x + 5
0

Und nun fiir die mdgliche zweite und dritte Losung (Grad des Polynoms ist 3) 16sen wir die quadratische
Gleichung x*+4x-5=0

Xpy = —2+A—(=5) = =240 = 243 - x,=-5,x,=1

Damit erhalten wir eine doppelte Nullstelle bei x=1 (und vermuten deshalb einen Extremwert an dieser Stelle)
und eine einfache Nullstelle bei x=-5

Ergebnis : N1(1/0) , Ny(-5/0)

2.) (relative) Extremwerte - Wo der Graph lokal maximal oder minimal wird. Hier liegt eine waagrechte
Tangente vor, deren Anstieg Null ist. Wir suchen also die Stellen mit Ableitung gleich Null

Wir losen die Gleichung o.f(x)= 0
Diese lautet x+2x-3=0. x,, = —1+1—(=3) = —=1+4 = —=1£2 - x,=-3,x,=1

An den Stellen -3 und 1 kénnen also Extremwerte vorliegen (bei x=1 wissen wir es sogar schon). Wir testen mit
der zweiten Ableitung, ob eine Kriimmung vorhanden ist:

0% {f(-3)= 3/4(-3+1) =-3/2 <0 und deshalb ein Maximum. Mit f(-3)=32/8 =4 H(-3/4)
0% f(1)=3/4(1+1) = 3/2>0 und deshalb ein Minimum. Mit f(1)=0 T(1/0)
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(Bemerkung: wire hier an einer der Stellen die zweite Ableitung gleich Null, miissten wir weiterdenken - oder
eine klitzekleine Wertetabelle machen.)

Ergebnis : H(-3/4) , T(1/0)

3.) Wendepunkte - Wo der Graph die Kriimmung wechselt. Hier dndert sich der Anstieg kurzzeitig nicht, die
erste Ableitung ist also lokal konstant und somit die zweite Ableitung Null.

Wir lésen die Gleichung & f(x)= 0

Diese lautet (x+1) = 0, also x =-1. An dieser Stelle ist der Funktionswert f(-1) = 2. i
Ergebnis : W(-1/2) 6
5|

7 4

4.) Graph der Kurve w j
I

-

—5]~4-3-2-: NrT2n
-1
-2

5.) Manchmal ist noch die Gleichung der Wendetangente gefragt. (Sie erlaubt ein genaueres Skizzieren des
Graphs)

Fiir eine Gerade bendtigen wir entweder 2 Punkte auf ihr (das haben wir hier nicht), oder einen Punkt und einen
Richtungsvektor. Der Punkt ist klarerweise der Wendepunkt selbst. Und die Richtung der Tangente im
Wendepunkt ist leicht zu finden, da die erste Ableitung ja den Anstieg der Tangente berechnet. Und das
'Anstiegsdreieck’ zeigt einen passenden Richtungsvektor.

Der Anstieg an dieser Stelle ist k = 0,f(-1) = -3/2, der Punkt lautet (-1/2). Demnach

1
t, X = (gl)Jrs- 3 oder hiibbscher X = (;1)+s'(23) ,s€R

2

Falls Dein Lehrer diese Gerade lieber in Form einer Funktionsgleichung sehen mochte:
Den Anstieg k kennen wir ja bereits und als Punkt setzen wir W ein, da die Tangente ihn enthalt

t,.yv=kx+d wir wissen k:—;—
y :—% x+d fiir x und y setzen wir den Wendepunkt ein
2=—%(—1)+d - ;—zd und wir setzen ein

wVET AT

Tipps zur effizienten Arbeit:

- zuerst alle ndtigen Ableitungen berechnen

- wenn moglich herausheben und faktorisieren, um das Gleichungslosen zu erleichtern

- wenn Du Dir unsicher bist - mach eine Wertetabelle und zeichne die Punkte in ein Koordinatensystem. So
kannst Du (zumindest ungefahr) schon vorher sehen, welche Ergebnisse Du durch die Rechnung erhalten
musst.
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Nun zum Uben einige Angaben mit Lé6sungsweg

Die Aufgaben sind im 'alten schulischen

Stil' geschrieben:

- Statt f(x) wird oft y geschrieben ( wegen y=f(x) des Graphen )
- Erste Ableitung als y' oder f'(x), zweite Ableitung als y" oder f"(x) ( Zeichen auf der Schreibmaschine )
Die Ergebnisse und Rechengénge sind selbstverstiandlich gleich...

_ 2 Y y=25-12z400
f(x) = 2x°—12x+10 b
8
3
y=2x'—12x4+10 ' =4x—12 ¥ =4 4
oy = +10 y =0 ;=3 Keine Wendeat. 2
Nullstellen: y=0: |[[f"(zry)=4=0=T -4-2 1\2 4]5 8 x
Toy = LV =5 T@|-8) -2
Nijo) Nyslo) | g <
-§
:
-&
2
f(x) = 3+4x—4x o4
5
Y= —4dxt+dxi3 y=—8x+4 ' = -8 IR
Yo, = 3 — il Keine Wendest. 3
Nullstellen: y = 0: ¥ Ry 2
o lvm 3 f”(""’ll)z“‘s“:o:'"H: F
o= Ty = 5 |
12 ; H(.ll_u)
. ! | -2 -1 F{2 3 «
si(-519) (39| | I
y=-dx% 4x+3
f(x) = ¥+6x—15x
HI-51150) 100 d
y =2+t -15w y =3&" 112215 |y’ =6x+12 00
= r(2?+ 63~ 15) = 3 (x*~dx~5) = 6 (x+2) 5
y =011y =0 =3(@+B)z—1) |y =0 am = -2 o
B4 0e—-15=10 y =03y ==8,0p=1W (—2[46; --27) 5o
gy = _3+2'.'§ 7l = :—18{0#HW,‘ wi-2 | é6) 50
= 1,89898 Flep)=18=0=>T |y =—27x—4 ;E
2 = —3-28 H (~3|100)
= —7,89808 T(1]-8)
I\TI (00); | -7 -6 -5 i =3 =2 I ] J. o
N, (+1,89888|0) E 10T Frr1-8)
| =20
= 98 |0
Ny (- T,80808 |0) I i
3 2
f(x) = 2xX+5x°+4x+1
y=2a*+5at+4a+l iy = 62'+i02+4 y" = 122+10
4y =0; oz = —1 =2(3x*+52+2) = 2(6 2+5) ¥
1 =2{3e+2)(@+rl)| ,, 5 I
&gy = —= S ) ) =0:ixgy =—— H
2 g 0. 2 N 8
Ny (-1]0), vy w(-2l-&s -3)
Nyof L 2= —1 6] 547 6
-(_? 0) : W H{-110) -
frieg =2=>0=2T (Pw 724 -
P {meys) =—2=0=H| _ _]-_ 3_1 7127
W= &
2 1 6 108
H(—1|0)T(—§’~—2—T)
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f{x)

4x°+6x*—105 x+95

ymdzd 162710504 jy' = 122+ 12 2—105 [y = 24 2+ 12 ¥
495 = (2—1)- = (224 7) (6 z—15)|y” = 0: 2y = 0,5 -
X(42*+102-95) |, : 7 |wW(0,5]148,5;
¥ =013 = -
y=0izy = +1 2 —108) 200
Zgg = — 6,281 — 5 W, WI-O.SIRG,SJ\
g = 3,781 < y= —108 2% 100
Ny (110) N, (6,281 (0)ff " Fn) ==T2<0=H _ g4 \ /
N, (3,781]0) (@) =+72>0=T ] 7
! | H (—3,5|364,5) V
T (2,5] - 67) e gl-en
f(x) = x¥=3x*—x+3
y=a-32 —x+3 y =32'-6x-1 y'=8x~6
= (e*—1) (z—3) =3(z=—-2x-l) =6(x—1)
= (z+1) (z—1) (z—3) 3/ |y =0:zy =1
— - — » —_— - - l
y=0:7 =1; a:.,,_l,yr=0:¢u=1+%ﬁW(l[0, —-4) ;
T = +3 Wi ‘_\
Ny(~1]01N,(1]0) me 2,154 y=—4dz+d HF0,154613,079,
Ns(alo) Tyg = 1—%ﬁ 2
n —0,1546 w1191
7 () = 6-1,1546 SR 2 [ 4y
>0=2T 2
£ (232) = 6-(—1,1546) -
=0=H 4 1/2,15461-3,097)
H (-0,1546(3,079)
T (2,1546 | — 3,079)
f(x) = xX=3x"=9x+11
y=z-32*-9z+11 |y =32*—62x-9 y' =6x—6 \rt
= (z-1)(#*+22-11)| =3(2z-3)(z+1) =6(x-1) M1 1620
y=0:2y =1; ¥ =0:2; = 3; y' =0tz =1 i, @
Tog =142 V3 = 4,464; [z, = —1 W(1|0; —12) 5\
Zog=1-2 V3 = —2,464[f" (2;) = 12 > 0= T [W,,: o \wiio, ‘I
N:(1]0) = W 1 (@4e) = =12 < 0= Hly = —12 2412 st '\ 3
N, (4,464]0) H(-1]16); -10
Ny (—2,464|0) T (3] —16) - T731-16)

HIB Wien --- Kurvendiskussion 2

v0.98

urban 12/2011



f(x) = x*-8x+16x

I

4y = a*— 8?1 162* Yy =422+ 322 [y’ =122+ 4B x4

= ot (o—4)t = 4x(2*~Go+8) +32 y
Yy = 0:moypoe = 0 | =dr(xz-2)(rx—4) |y =4(32*-12zx+ 8 HI2116)
Tosfo4 = 4 fy' L 0; Ty = 0; +8) \

Nye(0]0) = T, T2 =+2 @y =+4 ly”"=0: 124

Nyi(4]0) = T, flen) =382 =0=1T _, 2,4
.f”(a':lg) =-16=0=H 3 ér Wy W;
oleg) =32 = 0= T|  ~ 0,846 (08461521 (3,156%)
i — 4.
\T1(010) To(410) 1y, = 2+3_y:s :
H (2]16) ) )

= 3,154 -I o nlow 2 3 4 T;Mfo)

i 64
| w0845
‘: 64
'l w,(s.154|5)

oder allgemein fiir diesen Typus

f(x) = x*—-2ax’+a*x*, a€eR

y = x*—2a3+adst y = 4m3—ﬁamz+2a2x[y” =122t~ 122+

= ot (22— 2axtal) = 2¢(22°—3az+a?) +2a = 2(6aF—
= z*(x—a) =2x(a—2x)(a—x) —b6axr+a¥)
4 = 0:xo1/02 = 0 y =02 =0; ¥ =0
Towtn o e el
Nyufal0) =T fiien) = 24° >0=*Tx22=3(1_.l},3)
P {as) = 2at—6a2+ 2 3

+3al=—a®< 0= Hlp- (af,_1 r) at
— 92 W‘(Z(l 3}/‘i !36
Foi@g) = 207 > 0T i

_ s
T,(010); Taa|0); E( 2 ) i
010 Tufalors (5 (1+573) |55
P

(21J |

f(x) = x* — Bx*. Die Funktion soll einen Wendepunkt bei x = 100 haben. Wo ist dann die rechteste Nullstelle?

0:f(x) = 4x* - 3Bx?

0% f(x) = 12x* — 6Bx

0% £(x) = 0 fiir den Wendepunkt, 12x*— 6Bx = 6x(2x-B) = 0. Somit ergeben sich mogliche
Wendepunkte bei x = 0 und x = B/2. Nur den zweiten Wert konnen wir verdndern. Soll x,, = 100 sein,
muss B =200 sein.

Die gesuchte Funktion lautet daher f(x) = x* — 200x°.

Wir suchen die Nullstellen: f(x) = x* — 200x* = x*(x-200) = 0. Losungen sind Null (dreifach) und 200.
Die gesuchte Antwort ist der groBere Wert, das ist 200.
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