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Volumen und Oberflache der
n-dimensionalen Hyperkugel

— Die folgenden Rechnereien sind nur fiir Schiiler der 8. Klassen nachvollziehbar, da man den
Integralbegriff, sowie partielles Integrieren und Substitution kennen muss. Auch sollte man
bereits etwas {liber den Dimensionsbegriff nachgedacht haben.

— Wir werden die Vorsilbe 'Hyper' meist weglassen und die Begriffe 'Kugel' und 'Wiirfel' einfach
ganz allgemein fassen.

— Fiir das Volumen eines n-dimensionalen Korpers schreiben wir V,, fiir seine Oberflache O,.

— Erinnerung: Was bedeutet eigentlich der Begriff '"Volumen': die Mafizahl des n-Volumens gibt
an, wie viele n-Einheitswiirfel in diesem Kdorper Platz finden konnen.

Der n-dimensionale (Hyper)wurfel

Er entsteht aus einem (n-1)-dimensionalen Wiirfel der Kantenldnge A (Raumrichtungen x.y,...,z),
indem man diesen in einer auf die bisherigen Raumachsen senkrechten Richtung u um A Einheiten
verschiebt. Sein Volumen konnte man mittels Integration berechnen:

vV, = an_l(x,y,...z)du = ﬂf(x-y-...-z)du = A”‘lfdu = A" (=V, A

Das ist aber eigentlich iiberfliissig, da der Einheitswiirfel immer Volumen 1 besitzt
(definitionsgeméf) und eine Vervielfachung aller n Seitenldngen um den Faktor A eine
Vervielfachung des Volumens um den Faktor A" zur Folge hat.

Die n-dimensionale (Hyper)kugel

Wir werden die Berechnung in mehreren abgegrenzten Teilschritten durchfiihren. Das erleichtert
den Uberblick.

Das folgende Resultat werden wir spéter bendtigen:

Berechne C, = | cos"(t)dt .

:C—QN|:1

|

Das erledigen wir mittels partieller Integration:

_f cos"tdt =I (sint)'-cos" ' tdt=sintcos" ™' t—_f (sint)-(n—1)cos" *t(—sint)dt =
sintcos"™! t+(n—l)_f sin’t-cos” “tdt=sintcos" ' t+(n—1 )J. (1—cos’t)-cos" *tdt =
sintcos" 't+(n—1) _f cos" *tdt—(n—1) f cos" tdt

Nun fallt uns auf, dass der cos” — Term ja der zu berechnende ist und ziehen links zusammen:
nf cos"tdt = sintcos" 't+(n—1) f cos" tdt

Betrachten wir die Grenzen -/2 und ©/2. Der erste Term auf der rechten Seite ist beide Male Null (Cosinus von
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+-90°) und kann weggelassen werden. Wir erhalten

7 3

J' cos"tdt = n—1 J‘ cos" 2tgt und erkennen links C, und rechts C,.,!
s n s

2 2
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Der Grad wurde also um 2 reduziert und wir erhalten die rekursive Vorschrift: C,=——2C, _,

e 0| 3
S

und die ersten beiden Werte sind Co=J ldt=m , C,=] costdt=2
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Fiir das Integral C, = | cos"(t)dt gilt Cn=n;nlCn_2 wenn n=2 , C,=m, C,=2

o3

2

. . 1 4 3 1 5
weitere Werte sind C,=—1, C3=§, C4—§1T, Ci=—, Ci=—

Nun kénnen wir uns endlich dem Volumen der Kugel zuwenden:

Eine n-Kugel mit Radius R ist bekanntlich definiert als Punktmenge (x.y,...,z,u) fiir die gilt :
x*+y*+....+z+u? < R? (Pythagoras). Schneiden wir so eine Kugel senkrecht zur Achse u mit einer (n-1)-

Ebene, so erhalten wir als Schnitt eine (n-1)-Kugel, deren Radius r =+ R?— > misst.

(Am besten fiir n=3 mit Koordinaten x, y, u aufzeichnen! Wir schneiden eine 3D-Kugel waagrecht mit einer
Ebene und ziehen diese Ebene in Richtung u von unten nach oben. Die Schnittfigur ist ganz unten (u=-R)

ein Kreis mit Radius r=0, dann wéchst der Radius r, bis er in der Mitte (u=0) zu R wird, dann nimmt er
wieder bis 0 ab.)

Also berechnen wir das Volumen der n-Kugel mit Radius R als Summe der Volumina von (n-1)-Kugeln mit

obigem Radius r. Diese besitzen ein Volumen V,(r), das wir als V,;(1)r"" oder einfach V, ™' schreiben.
V.. ist dann ein reiner Zahlenfaktor und kann aus dem Integral herausgenommen werden.

R R R
n-1
V,(R) = V,R" = [V, (rdu=[V, ()" "'du=V,, [VR-u du
—R -R -R

Wie immer beim Auftreten dieser Wurzel substituieren wir U=Rsinx , du=Rcosaxd« mit den Grenzen -n/2
und /2 und erhalten

: : :

hei f (Rcosax)"'Rcosada = V,_, f "cos"ada = V,_,R™ f cos" aed o
Das verbleibende Integral entspricht aber genau dem im Vorfeld berechneten Wert C,!

Damit erhalten wir fiir die n-dimensionale Einheitskugel:

V, =C,V,., mit V,=2 undkdnnen damit alle Volumina der Reihe nach berechnen!

Die n-dimensionale Hyperkugel mit Radius R hat das Volumen V,(R) = V,R", wobei fiir V, die
folgende Rekursion gilt: V, = C.-V, | mit V,=2
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Versuchen wir nun diese Rekursion aufzulosen um explizite Formeln zu erhalten.

Dazu schreiben wir unsere eben erhaltenen Rekursionsvorschrift etwas weiter aus:
Vn = Cn'Vn—l = Cn'cn—l'vn—z = Cn'Cn—l'Cn—z'Vn—S = .. = Cn'cn—l'cn—z'cn—f’"'CZ'VI
Es lauft also darauf hinaus, dass wir das Produkt aller C, bis zu C, hinunter bilden!

Deren Rekursionsvorschrift erniedrigte den Index jeweils um 2. Wir kdnnen also C,C.,.1 zu einem Ausdruck in C,.
»C,.; umformen. Die beiden Faktoren stehen aber bereits da, sie werden also quadratisch. Dieses Spiel treibt man
weiter, C,4C,.s kommen dann hoch drei vor,... Wir erhalten also Paare von gleich zu behandelnden GréBen. Die
sich zusétzlich ergebenden Zahlenfaktoren wollen wir nun untersuchen:
Fiir ein einzelnes Paar erhalten wir
m—1 m-2 m-—2

CnCmt = T Cm2 G = T C
Und fiir das ganze Produkt:

c.,C,._ -C._C,._, C._C,s-..CV, = ..
Beachte beim explizit Anschreiben und Kiirzen: je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist, kann man anders
zusammenfassen!

m—2Cm—3

Alternativ

Wir haben rekursive Formeln erhalten, die in Zweierschritten zu kleineren Dimensionen wechseln.
Wenden wir das Cavalierische Prinzip aber so an, dass wir gleich zwei Variable herausziehen (also
nicht entlang einer Linie sondern iiber eine Kreisfldche integrieren), erhalten wir ohne viel
Rechenarbeit hiibschere Rekursionsformeln. Dabei substituieren wir u® + v* = 1%,

1 n-2

vV,(1) = I v _,(1-w-V)dudv = 2 [V, _,(V1-r®) rdr = 2m [V, (1)(1-r%) % rdr =

ul+vi<r? 0
n-2
- 21

27TVn_2(1) (l_rz) ordr = Tvn—z(l)

oeﬁ.—:

und damit

Volumen und Oberflache der n-dimensionale Hyperkugd (n=1,2,3,...) :

S dVv_ (R
VR = 2 o, R = DHR g g

S.., = =—S,, S=2, S,=2m
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Einige Beispiele:
Dimension Volumen V, Oberflache O,
1 V,=2R -
2 V,=nR 0,=2mR
3 v3=4T"R3 0,=4nR
4 ™, O =2’ R
V4=7R 4= <T
5 8 8,
V.= R = R
> 15 ©; 3
Fragen:

— In welchem Raum hat die Kugel das groBte Volumen? (Exakt: in welchem Raum passen die
meisten n-Einheitswiirfel in eine n-Einheitskugel? 1D: Faktor 2, 2D: Faktor 3.14..., usw.)

— Wie sieht das bei der Oberfldache aus?

— Wie héngt das vom Radius der Kugel ab? In wie viel Dimensionen ist die 'groBte’ Kugel mit R=2
zu finden? Wo mit R=0.5? Wo mit R=0.9 oder 1.1?

— Hat man einen n-Wiirfel mit Kantenldnge 2, kann man aus ihm eine n-Einheitskugel schnitzen.
Dabei wird Material entfernt und wird zu 'Abfall'. Gibt es Rdume, in denen das Verhéltnis
zwischen Kugel und Abfall besonders (un-)giinstig ist?

(Die Informatikabteilung kann Dich mit einem Python-Programm bei der Berechnung
unterstiitzen!)

Allgemeine Fragen zum Nachdenken:

Passt ein 3D-Wiirfel mit Seitenlédnge 10 in eine 3D-Kugel mit Radius 2?
Passt ein 3D-Wiirfel mit Seitenlédnge 10 in eine 4D-Kugel mit Radius 2?
— Passt ein Faden der Lénge 10 in einen Kreis mit Radius 27

— Passt ein Elefant in eine 4D-Kugel mit Radius 1 Millimeter?

Detail am Rande:

Die Malizahlen fiir die Volumina der n-Kugeln werden fiir groBere n immer kleiner. Es ist
inzwischen bekannt, dass die Summe aller unendlich vieler Volumina V,(1) endlich ist! Die
Abnahme erfolgt also sehr rasch.
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