Die Euler'sche Zahl

Goldmariechen ist ins Finanzgeschéft eingestiegen. Im ganzen Mérchenland genieft ihre "Mother Hulda's Piggy Bank"
einen guten Ruf. Heuer bietet Mariechen zu Jahresbeginn das Hans-im-Gliick-Sparbuch an: Sein Zinssatz betragt
mérchenhafte 100%.

Rotképpchen iiberlegt: "Wenn ich einen Euro einzahle und bis zum Jahresende warte, erhalte ich zu meinem Startkapital
von 1€ ganze 100% davon, also nochmals 1€, als Zinsen dazu - das macht zusammen zwei Euro. Super!"

Da kommt der (ehemals bose) Wolf vorbei und gibt Rotképpchen einen Tip. Er sagt: "Wenn du nach einem halben Jahr
dein ganzes Geld abhebst, bekommst du doch die Hélfte der Jahreszinsen ausbezahlt - also zu deinem Euro einen halben
dazu. Wenn du dieses Geld sofort wieder einzahlst, bekommst du im restlichen halben Jahr die Zinsen fiir eineinhalb
Euro, also die Hilfte von eineinhalb Euro, noch dazu. Das scheint mir dann mehr zu ergeben, als zwei Euro, denn ohne
Abheben wiirde auch im zweiten Halbjahr nur ein Euro verzinst, mit meinem genialen Trick sind es aber 1% Euro. Das
ergibt dann am Ende ..." Wdlfchen ist nicht so gut im Kopfrechnen und bekommt einen Schwicheanfall.

Das kluge Rotkdppchen denkt aber schon viel weiter und fragt sich, wie viel Geld es am Ende des Jahres auf seinem
Sparbuch hitte, wenn es nicht nur einmal abhebt, das Jahr also in 2 Teile teilt, sondern 2 mal (drei Teile), 3 mal, oder
monatlich, tdglich, stiindlich,... Ware dann nicht noch viel mehr Geld auf dem Sparbuch? Der (¢hemals bose) Wolf
versucht sich vorzustellen, wie Rotkdppchen jede Sekunde das ganze Geld abhebt und sofort wieder einzahlt. Er erleidet
einen weiteren Schwacheanfall und wird ohnmaéchtig.

Rotképpchen ist so begeistert von dieser Idee, dass es den (ehemals bosen) Wolf gleich zu Kaffe, Kuchen und
Grofimutter einlddt. Kénnte man mit diesem Trick Millionen scheffeln? Rotkidppchen holt Kugelschreiber, Papier und
Taschenrechner und beginnt zu schreiben:
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Sie sieht: Das berechnete Jahresguthaben strebt immer mehr gegen eine Zahl. lim (1+ 1—) = ¢
Man nennt diese die Euler'sche Zahl und bezeichnet sie mit dem Buchstaben e n— o n

e =2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076630353547594571382178525166427427
46639193200305992181741359662904357290033429526059563073813232862794349076323382988075319525101901157383418
79307021540891499348841675092447614606680822648001684774118537423454424371075390777449920695517027618386062
61331384583000752044933826560297606737113200709328709127443747047230696977209310141692836819025515108657463
77211125238978442505695369677078544996996794686445490598793163688923009879312773617821542499922957635148220
82698951936680331825288693984964651058209392398294887933203625094431173012381970684161403970198376793206832
82376464804295311802328782509819455815301756717361332069811250996181881593041690351598888519345807273866738
58942287922849989208680582574927961048419844436346324496848756023362482704197862320900216099023530436994184
91463140934317381436405462531520961836908887070167683964243781405927145635490613031072085103837505101157477
041718986106873969655212671546889570350354.......
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Was ist e fiir eine Zahl?

Du kennst rationale Zahlen, das sind die Briiche. Man kann e nicht als Bruch anschreiben, ¢ ist irrational.
In den irrationalen Zahlen kennen wir etwa die Wurzeln als Losungen von Gleichungen (wie etwa 3781x
94256x%+23x*-1004x°-20 = 0). Es gibt keine solche Gleichung, deren Lésung e wiire. Damit ist e keine
'algebraische', sondern eine transzendente Zahl. Du kennst eine einzige weitere solche Zahl: m.

275_

Wie berechnet der Taschenrechner e?

Es gibt eine hiibsche Formel (die ich Dir in Deiner Schullaufbahn nicht beweisen kann, nur mithilfe der
binomischen Formel plausibel machen...)

e=14i4 Ly 1, 1, -yl
1 12 123 1234 1-2:3-4-5 w0 !

Diese Reihe konvergiert sehr schnell, damit kann der Taschenrechner e durch Grundrechenarten finden.

Willst Du berithmt werden?

Den Beweis zu fiihren, ob eine Zahl rational ist oder nicht, ist manchmal recht einfach (Du hast es etwa fiir die
Wurzel aus 2 gelernt). Den Beweis zu fithren, ob eine Zahl tatsdchlich transzendent ist, ist immer duf3erst
schwierig. Bis heute ist es unbekannt, ob etwa n-e oder m/e oder ° transzendent sind (man vermutet es). Wenn Du
diese Fragen entscheiden kannst, wirst Du weltberiihmt.
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